
برآورد نقطه ای میانگین و توزیع آن

 فرض کنید جامعه ای دارای سه عضو باشدN=3 و از آنها درباره تعداد

. نخ سیگارهایی که در یک شبانه روز می کشند سوال کرده ایم
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.حالت ممکن است پیش آید9در نمونه گیری با جایگذاری 
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برای به دست آوردن میانگین میانگین ها از فرمول زیر و به کمک 

.تابع توزیع احتمال می توان استفاده نمود
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نتیجه به دست آمده
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قضیه حد مرکزی

 اگر متغیر تصادفیX دارای توزیعی با میانگینµ و انحراف معیارσ
بدست nمیانگین توزیع نمونه ای       که بر اساس نمونه ای به حجم . باشد

زرگ و انحراف       خواهد بود که با بµمی آید دارای توزیعی با میانگین 

.به سمت توزیع نرمال میل می کندnشدن 

X

n





مثال

 در پرتاب دو تاس فضای نمونه

S={(1,1), (1,2), (1,3),…, (1,6),…,(6,6)}

X=میانگین اعداد دو تاس

X=1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5,4, 4.5, 5, 5.5, 6

X= 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

P(X=x) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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اندازه نمونه چقدر باشد تا توزیع نرمال گردد ؟

رمال اگر توزیع متغیر نرمال باشد ، میانگین هر تعداد نمونه از توزیع ن

.دارای توزیع نرمال است

 میانگین نمونه دارای 30معمولا برای اندازه نمونه های بزرگتر از

.توزیعی نرمال است



(فاصله اطمینان)برآورد فاصله اي میانگین

بطوريكه چه. در برآورد فاصله اي براي ميانيگن هدف ارائه يك بازه مي باشد

خطاي نوع اول )  مقدار به ميانگين نمونه اضافه و كم كنيم تا با احتمال  

سته جهت برآورد فاصله براي ميانگين جامعه ب. ر اين بازه قرار  گيردد( است

يانرمال به ترتيببه اينكه واريانس جامعه معلوم باشد و يا معلوم نباشد توزيع  

.مي باشدtدر حالت دوم توزيع 

با حالت اول وقتيكه واريانس جامعه معلوم باشد برآورد فاصله اي ميانگيندر

:به صورت زير بدست مي آيد ضريب اطمينان  

انحراف ,  ميانگين صفت مورد نظر در نمونه انتخابي كه در اين فرمول  

عبارتست از مقداري از كميت كه سطح اندازه نمونه و  n, معيار جامعه 

.مي باشدتا اين نقطه برابر است با  زير منحني نرمال استاندارد از  
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.  مي باشددر جامعه داراي توزیع نرمال با انحراف معیار xصفت : مثال 

تایي انتخاب كرده ایم و مشاهده مي شود كه  25از این جامعه یك نمونه تصادفي 

اطمینان میانگین جامعه را در بر 95/0مطلوب است تعیین حدودي كه با . است

.گیرد
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(معلومناواریانس جامعه )برآورد فاصله اي براي میانگین  

در اين حالت جهت ساخت فاصله اطمينان براي ميانگين از رابطه زير
: استفاده مي كنيم 

 بطوريكه در اينجاS برآورد نقطه اي انحراف معيار يعني انحراف معيار
عبارت است از مقداري از كميت سطح زير منحني tنمونه مي باشد و 

.مي باشدتا اين نقطه كه برابر با  از tتوزيع 

1-n كه در انديسt آمده است پارامتري بنام درجه آزادي براي توزيعt
باشد 30توجه داشته باشيم كه هرگاه حجم نمونه بيشتر از . مي باشد
يعني نرمال استاندارد نزديك مي شود و در اين Zبه توزيع tتوزيع 

ل صورت جهت برآورد فاصله اطمينان براي ميانگين مي توان همانند قب
.براي وقتيكه واريانس معلوم باشد استفاده كرد
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ا فرض كنید فشار خون دیاستولیك مردان در جامعه اي از توزیع نرمال ب: مثال 

تایي متوسط فشار خون افراد 25در یك نمونه . پیروي مي كندواریانس  

براي % 90مطلوب است برآورد فاصله اي . شده است8.5انتخابي برابر با 

.میانگین جامعه
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بیمار مبتلا به رماتیسم 6مدت تسكین درد توسط یك داروي جدید براي : مثال 

4/2, 9/4, 5/2, 7/3, 3/4: مفصلي بر حسب ساعت به قرار زیر بوده است 

براي میانگین% 99مطلوب است یك فاصله اطمینان 2/2, 
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(  جیزو)برآورد فاصله اطمینان تفاضل میانگین دو جامعه وابسته 

ف در این حالت اختلاف بین دو گروه به دست آورده و مانند یک نمونه برای اختلا

.ها فاصله اطمینان به دست می آوریم

ده در مطالعه ای به منظور کاهش فشار خون از یک دوره ورزش آیربیک استفاده ش

است و فشار خون افراد قبل از شرکت در کلاس های ورزشی و یک ماه پس از 

شرکت در کلاس های ورزشی در جدول زیر نشان داده شده است یک فاصله 

.درصدی برای متوسط اختلاف فشار خون به دست آورید99اطمینان 

قبل 12.5 11.3 13.6 14 15.2 14.6 13.8 15 14.7 13.5 12.2 13.7
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برآورد تفاضل میانگین دو جامعه مستقل 

داریم، و واریانس هایهایفرض کنید دو جامعه با میانگین

قطه اگر تفاضل میانگین دو جامعه را با          نشان دهیم برای برآورد ن

.استفاده می کنیمای این پارامتر از برآوردگر

ای فرض کنید دو نمونه مستقل با حجم هایاما برای برآورد فاصله

.از این دو جامعه انتخاب کردیم

فاصله اطمینان را در سه حالت ممکن بررسی می کنیم.

واریانس ها معلوم( ااف

واریانس ها نامعلوم ولی مساوی( ب

واریانس نامعلوم ونامساوی ( ج
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واریانس ها )فاصله اطمینان تفاضل میانگین دو جامعه  

(معلوم

 در صورتی که واریانس دو جامعه معلوم باشد از فرمول زیر برای به

.نیمدست آوردن فاصله اطمینان تفاضل میانگین دو جامعه استفاده می ک

ود اگر فاصله عددی محاسبه شده از فواصل اطمینان فوق شامل صفر ش

می توان گفت که میانگین های دو جامعه مساوی آنگاه با اطمینان
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متخصصین تغذیه ادعا می کنند در دو روش رژیم غذایی مختلف میزان کاهش

ه         اگر در یک نمون. وزن دارای توزیع نرمال با واریانس                    می باشد

اصله یک فتایی و          به ترتیب متوسط وزن کاسته شده                   باشد، 

.دو جامعه بدست آوریداطمینان برای تفاضل متوسط
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جامعه معلومواریانس: حالت اول



جامعه نا معلوم ولی مساویواریانس: حالت دوم

ان اگر جدول زیر وزن نوزادان مادران سیگاری و وزن نوزادان با مادران غیر سیگاری نش

.برای تفاضل متوسط  دو جامعه بدست آوریدداده شده است، یک فاصله اطمینان
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واریانس جامعه نا معلوم و نامساوی: حالت دوم

یل در این حالت از واریانس نمونه برای برآورد جامعه استفاده می شود ولی به دل

به مساوی نبودن واریانس ها مثل حالت قبل امکان یکی کردن واریانس ها و محاس

ر دو در این حالت فرمول محاسبه تفاضل میانگین ها د. واریانس آمیخته را نداریم

: جامعه بر اساس فرمول زیر است

و بطوری که مقدار درجه آزادی برای توزیع تی بر اساس واریانس ها در دو گروه

:از فرمول زیر به دست می آید
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ت در مطالعه برای بررسی اثر دو دارو بر روی مدت زمان بی حسی نتایج زیر به دس: مثال

درصد برای تفاضل میانگین دو نوع دارو با فرض 90آمده است؟ یک فاصله اطمینان 

نابرابری واریانس ها به دست آورید؟ 

65 35 40 55 60 45 Aداروی

25 50 45 65 30 15 Bداروی 
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آزمون فرض تساوی واریانس دو جامعه

                       یک نمونه تصادفی از جامعه اول و                             یک نمونه تصادفی از جامعهاگر
دوم باشند، آنگاه با استفاده از مشاهدات،      را به عنوان برآوردی از      ،       را به عنوان برآوردی از       ،

.   را به عنوان برآوردی از       و      را به عنوان برآوردی از       محاسبه می کنیم

حال تصمیم داریم دستگاه آزمون فرض زیر را با اطمینان             آزمون کنیم:

 ملاک آزمون بصورت                                      می باشد که دارای توزیعFمی باشد.

 برای این منظور از توزیعFو آماره مربوطه استفاده می کنیم.
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 تحت فرض صفر انتظار می رود مقدار آماریF باشد1برابر .
احی را برای مثال فرض کنید جراحی می خواهد بداند که آیا واریانس استحکام دو نوع نخ جر

وش یکی بداند؟ بدین منظور یک             و              از دو نوع نخ انتخاب کرده و با یک ر
معین میزان استحکام نخ ها اندازه گیری می شود و مشاهده می شود که            و            

.می باشد

 0/05ملاک آزمون                                به دست می آید که با در نظر  گرفتن خطای

ه می با مقایسه با عدد بحرانی                         فرض برابری واریانس در دو گروه پذیرفت
.شود
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فاصله اطمینان برای واریانس یک جامعه

ول برای به دست آوردن فاصله اطمینان برای واریانس یک نمونه از فرم
.زیر استفاده می کنیم



ع همانند در این فرمول از توزیع کای اسکوئر استفاده می کنیم، این توزی
ر توزیع تی استیودنت دارای پارامتری به اسم درجه آزادی است ولی ب
ذیرد عکس توزیع تی و نرمال نامتقارن بوده و فقط مقادیر مثبت را می پ

ه نمی باشند بهمین دلیل در توزیع کای اسکوئر صدک بالایی و پایینی قرین
و برای به دست آوردن مقادیر مربوطه باید از جدول مورد نظر استفاده

.نماییم
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شد، داده های زیر میزان اضطراب کودکان قبل از ویزیت دندان پزشکی می با: مثال

درصد برای واریانس به دست آورید؟95یک فاصله اطمینان 
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برآورد نسبت

لف بخود در مطالعاتي كه متغير تحت بررسي كيفي باشد در اينصورت متغير حالات مخت

, ار سالم و بيم, زنده و مرده , مثلاً متغيرهايي كه بصورت مثبت و منفي . مي گيرد

بلاً باشد اينگونه متغيرها همانطور كه ق.... شكست و پيروزي و , باسواد و بي سواد 

ت نيز ذكر گرديده است دو جمله اي مي باشند و در اينجا هدف برآورد نسبت افرادي اس

به عنوان مثال وقتيكه هدف برآورد نسبت . كه در جامعه ويژگي مورد نظر را دارند

نوزادان پسر در كل زايمانهايي كه در طول يكسال اتفاق مي افتد و يا هدف نسبت 

اري در افراديكه در جامعه به يك بيماري مبتلا باشند يعني در واقع برآورد شيوع بيم

, تعداد افراديكه در نمونه , تايي nدر اينصورت بر اساس يك نمونه . جامعه باشد

و نسبت واجدين شرايط در (x)ويژگي مورد نظر را داشته باشند شمارش گرديده 

Pيك برآورد نقطه اي براي که. مي باشدرجامعه بر اساس نمونه انتخابي كس

.به دست می آيدبر اساس نمونه( نسبت جامعه)
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n

x



(فاصله اطمینان)نسبت برآورد فاصله اي 

 از براي نسبت جامعه يك فاصله اطمينانبرای به دست آوردن

:  فرمول زير استفاده می کنيم



 كه در اين فرمولpنسبت افراديكه در نمونه ويژگي مورد نظر را دارند،

.می باشد
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37نوزاد در طول یك ماه متولد شده اند كه از این تعداد 84, در یك زایشگاه : مثال

براي نسبت % 95با ایمطلوب است برآورد نقطه اي و فاصله. دختر بوده اند

.دخترزایي در جامعه
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برآورد فاصله اطمینان تفاضل نسبت دو جامعه مستقل

 نفر چاق 15مرد 80نفر چاق و از بین 25زن 95در مطالعه ای از بین

درصدی برای اختلاف نسبت 95بودند می خواهیم یک فاصله اطمینان 

.چاقی در زنان و مردان به دست آوریم
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تمرین

در یک مطالعه برای بررسی اثربخشی عصاره اسطوخودوس بر میزان

ندازه اضطرب دانشجویان قبل از امتحان، قبل و بعد از استنشاق عصاره ا

درصدی برای متوسط اختلاف 90یک فاصله اطمینان . گیری شد

اضطراب قبل و بعد از امتحان به دست آورید؟

قبل 17 16.5 18 18.2 19 16.7 15.5 14 15.9 16.3 18 17.5 15.5 16

بعد 16 15.5 19 18.5 17 16 16.5 12 15 14 17.5 16 16 14



تمرین

ر در مطالعه ای بر روی اثربخشی میزان آموزش نحوه ی تغذیه صحیح د

به دست افراد دیابتیک نوع دوم بر میزان قند خون ناشتای آنان نتایج زیر

درصدی برای متوسط اختلاف قند خون 95یک فاصله اطمینان . آمده است

ناشتا در دو گروه به دست آورید؟

کنترل 110 115 120 113 117 125 108 105

درمان 102 110 113 107 100 120 98 95



تمرین

 50نفر متاهل و از بین 60دانشجوی دختر 200در مطالعه ای از بین

درصدی برای 90یک فاصله اطمینان . نفر متاهل بودند10دانشجوی پسر 

اختلاف نسبت تاهل در دختران و پسران به دست آورید؟
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Odds  محاسبه شانس

 شانس وقوع یک پیشامد برابر . شانس یک روش برای بیان احتمال است

. است با احتمال وقوع آن به احتمال عدم وقوع آن 

 درصد باشد، بدین 60برای مثال اگر احتمال داشتن شغل برای یک مرد 

.است1.5معنی است که شانس داشتن شغل برای او 

odds
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=

−
=

11



(Odds Ratio)نسبت شانس 

 .نسبت دو شانس بر روی هم را نسبت شانس گویند

 نسبت شانس . باشد0.5و برای زنان 1.5برای مثال اگر شانس داشتن شغل برای مردان
به دست می آید و برعکس شانس داشتن شغل 3داشتن شغل برای مردان نسبت به زنان 

.خواهد بود1/3برای زنان نسبت به مردان 

 برای تفسیر نسبت شانس برای داشتن شغل مردان به زنان

 درصد شانس بیشتری 40می گوییم مردان 1.4اگر حاصل عددی بین صفر و یک شد مثلا
.نسبت به زنان برای داشتن شغل دارند

 برابر شانس بیشتری 2.7می گوییم مردان 2.7اگر حاصل عددی بزرگتر از دو شد مثلا
.نسبت به زنان برای داشتن شغل دارند

 درصد شانس کمتری نسبت به 30می گوییم مردان 0.7اگر حاصل کمتر از یک شد مثلا
.زنان برای داشتن شغل دارند
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Properties of the Odds Ratio

نسبت شانس می تواند هر عدد غیر منفی باشد.

 زمانی که دو متغیرX وYاز هم مستقل هستند، نسبت شانس یک است.

نکته :X وYدو حالته هستند.

ا در جدول زیر می توان نسبت شانس سکته در افراد سیگاری به غیر سیگاری ر
:بصورت زیر به دست آورد

20/30: احتمال سکته کردن در افراد سیگاری

 5/20احتمال سکته کردن در افراد غیر سیگاری

نسبت شانس سکته افراد به سیگاری به غیر سیگاری



جمع خير بله سيگار

سکته

25 5 20 بله

25 15 10 خیر

50 20 30 جمع



محاسبه فاصله اطمینان برای نسبت شانس

 2در 2برای محاسبه فاصله اطمینان برای نسبت شانس در یک جدول

:مانند جدول زیر از فرمول زیر استفاده می کنیم

فاصله اطمینان برای نسبت شانس داشتن فشار خون مردها به زنها

زن مرد جنسيت

فشارخون

c a دارد

d b ندارد



درصدی برای نسبت 95با توجه به اطلاعات جدول دادهش ده یک فاصله اطمینان 

شانس داشتن فشار خون مردها به زنها به دست آورید؟

رای آنکه این فاصله اطمینان برای لگاریتم پایه طبیعی است نسبت شانس است ب

مقادیر به فاصله اطمینان برای نسبت شانس به دست آوریم باید توان نمایی را برای

.دست آمده محاسبه نماییم

 ن فشار می گیرد بدان معنی است که شانس داشتدر بر هنگامی که این فاصله یک را

.خون در دو گروه با هم اختلاف معنی داری ندارد

زن مرد جنسيت

فشارخون

20 15 دارد

80 45 ندارد



فاصله اطمینان برای ضریب همبستگی پیرسون

رمول زیر همانطور که قبلا گفته شد برای ضریب همبستگی پیرسون از ف

:استفاده می کنیم

ای ونشان دادیم که وقتی تبدیل                 را بکار بردیم این آماره دار

ن توزیع نرمال با انحراف معیار          می باشد پس برای به دست آورد

:فاصله اطمینان برای آن از رابطه زیر استفاده می کنیم
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به دست در مطالعه ای برای بررسی رابطه بین بهره هوشی و پیشرفت تحصیلی نتایج زیر

درصد برای ضریب همبستگی پیرسون به دست آورید؟95آمده است یک فاصله اطمینان 
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ب همبستگی حال باید تبدیل زیر را بکار بریم تا فاصله اطمینان برای ضری

.پیرسون به دست آید

(-0.035و0.99: )که در این مثال بصورت زیر به دست می آید

 درصد 95چون فاصله اطمینان صفر را در بر گرفته می گوییم با اطمینان

.رابطه ای بین بهره هوشی و معدل وجود ندارد


